Tentamen Functionaalanalyse, 2009-2010

Datum : 05-07-2010, 9.00-12.00 vur.

Het tentamen is Open boek; u mag al uw boeken en aantekeningen gebrui-
ken. U dient al uw antwoorden te motiveren en duidelijk aan te geven welke
stellingen u eventueel gebruikt.

1. Definieer voor elke f in de lineaire ruimte C*([0,1]) (de ruimte van continu-differentieerbare
functies op [0, 1])

151l = koo + 1L 1o + 12(0)

(a) Bewijs dat || - [|a een norm definieert op C*([0,1]).

(b) Definieer de alternatieve norm

s A=l + 4

Toon aan dat de normen || - ||o en || - [|» equivalent zijn. (Zie Vraagstuk 2.3.2.)
(c) Toon aan dat de differentiatie-operator T : C*([0,1]) — C([0, 1]) gedefinieerd als
4
TH(x) = 2 (o)

begrensd is met betrekking tot de norm || - ||» op C*([0,1]) en de standaard norm
Il lloo op C([0,1))- Wat is [T} ?

9 Beschouw de reéle functies f € LP(R) en g € LI(R), met p,g natuurlijke getallen die

voldoen aan 11—, + % — 1. Definicer de convolutie van f en g als de resle functie

(Fr0)@ = [ fle—vo)dy
(a) Toon aan dat

I1f * glloo < [1£1lp - l19lla

(b) Neem f € LP(R). Toon aan dat de afbeelding Ty : LY(R) — L*°(R) gedefinieerd
door

Trg=1Ff*g
een begrensde lineaire operator is.

3. Zij H een regle Hilbertruimte met inprodukt < -,- >. 7ij K een gesloten deelruimte
van H. Definiéer voor iedere z € H de projectie-operator Pk als y = Pxx, met y het
unieke punt in K waarvoor £ =y + 2 met z € K.
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(a) Toon aan dat Px Hermitisch is.
(b) Toon aan dat < Pxz,z >= ||Pxaz|%

(¢) Zij {f1, f2s---, fu} een eindig orthonormaal stelsel in H. Bewijs dat de lineaire
ruimte K opgespannen door fi, fa, ..., fn een gesloten deelruimte is.

(d) Zij z € H. Laat zien dat het beeld van z onder de projectie-operator Py gegeven
wordt door de eindige Fouriersom

n
PKJC: Z <z, fx > fr
k=1
Laat zien dat
n
. . 2
min lla= 3 aufel =l = Pyl

4. Beschouw de operator 7" : C([0,1]) — C([0,1]) gegeven door

i1k
Tf(t) = /0 (t+ 8)f(s)ds

(a) Toon a)an dat ||T|| = 2. (De norm op C([0,1]) is de standaard supremum-norm
Il floo-

(b) Toon aan dat de integraalvergelijking

3£(t) = /0 (& + 8)f(s)ds + 9(2)

voor gegeven g € C([0,1]) een unieke oplossing f € C([0, 1]) heeft.

(c) Beschouw nu de operator 1" met zelfde definitie als boven maar als een operator
van L2([0,1]) naar L2([0,1]). Wat is de norm van T in dit geval ? Heeft de
bovenstaande integraalvergelijking nog steeds een unieke oplossing 7

(d) Bepaal de eigenwaarden van 7'

Puntenverdeling:
1. a: 10, b: 5, c: 10.
2. a: 10, b: 5.
3. a: 5, b: 5, ¢ 5,d: 10.
4. a: 10, b: 5, c: 5, d: 5.
Gratis: 10  Totaal: 100



len Grmen e Cl K(O/?CZ&/{ /U2 %/‘) e WA [ oYs)

L0 ) M fffec > o @ 7 7 4
N If oo ® ¢ ol 20
e e
) ale [ flle =0 ° don [ lle= Qﬂrﬁ- e
x(od=0 v J/ {\/wg

;[-(‘) }/ xp”n = \‘p//OO + //_(ég//n‘) 4-6 IXX /()’)) O =

9@/\)0 | 04 p/ Tﬁ»//m 4 /M/X/ﬁ)l

LIV N //éK_// NIRRT

C b// + 0 /L/ U //@g 4 -53—// & ‘ap/x(o)/i [x > |

< Q//J o dg ko i el JR3 e (xCo)  Ix N

® H3R
= /{ #//n 4 //% //a
OWE //oo o con nPm dus woldeot aan do ¢ w‘oe/;n@%

h 9 noprmen 2gn @mo amuuz%m als

all xll & //x/// o )y// v @in Cineaimo Luimte abd’

ULl 2 N Plla coant WP/ & + /x_[n;)/: Y/
u u p 0 D”K

)

i &gnil Poed | Ixefnpid
0 e i i

S ngpen aan cbi veod x(2) @ oy podee (o

L oOBAA LA N4 A rCps, e [d r}@ C\(‘\; /J :
O Loo-] /’)\Qu Y heoo !l 6fmp@f PN f

WEV/ST Y 78

ST AT TN Y P 12y
A /U ) p e U
Oy s Q.?u» 5 JAVaTAR 2 Al/NaN

,ili—r{{v), = S _{II‘TDOC\(W | el 3 8
-y SL,)SF-CXU,) Lisieg, \/mll\\j e E%%//,\ £ //ﬁ///)
(L definitio I/



/(Tﬂ? foap LLER %m%r

AT Tk

W
b
7 = o Uw‘ { U - 1
/] H - mP P il SN, S - 26 ax™
o2 m\w S
0 |
- (G2 YT i f’/‘{//T\@/LM HIP [l
2Ny alloe = J L Pl aCa Ddg
Y, Se ) YO YT
te bog)//ﬂx

ok o Ll
O 9 A
b
5 X, N>
CW d@Q Ve PR £m/?/’)0€m
4 e
b }/Ts(tj e LTy IF < /X> "<TS< S
TX‘ C/\ TZX = /( = e
- S
A
olds X, e ek Poriae @‘{%101. 1@ QA
Y? = bﬂnQ 4 ~ +\()1\6/\
J’Q/\\ N X, ‘F(m(')\\‘)(‘)~ \r/\/u/\OLP{ & @r\[)n\¢ ﬂ\[/’\ﬁ+
+ bhala) = (o, « /»’\h\b % 4 }J/)(ﬂn +ﬁ1)m)£né){
C‘Iut\ /I>D oo i  HBEs

Mﬁ?ﬁmr\/ﬂ%@&@, ? Cb%\/ﬁ@(\
)(,;/ Yo € P Ao

ond Q<=




| v

o g ] f@1QDW%>dsum L 0 2))ud

/Ka,\mao aswm

// 5 +&msﬁ>%\ ﬁzp oo

// 4[ JASS NP P o

=

L\/J = 3

cuﬁh Do ; //ﬂxf; g) 5ds //m

A R YN
LD'OU b D

b Sigf ?O/)/ ¢ g,
' V

¢
~Aa_ AN SN () (‘ (£ o
<t < t t

) P(s’daﬁ 0(4)

¢

3(%=(4) = mm)P () S + aCH

V. ) . 4 .
(Pt falddy = CQis) (Presd=FeladD) <Is
S | T ¢ é ‘fnlq\) gl o< LOPIN_2ING N
8 £ Ta/mﬂ/l‘ e ﬁ)gpfm/@,?a@/r
dus ¢ ! ,;QT. mda?/gl'
oo gl « 3 de ol dus a bo s to o
L o1 o0 < - rl ’ d
JL‘Dl &7 &=
(e)
dTp AP
0 U




[ento g n fanctionaalom e, se 5l 200

g ////m & Zon 0B —due  coldoeee av aan de

Cr
UO0R sy alkdeN VAN @N Nneeon

DUlloo >e (fllase) [

TE | u \ 1ol s o o
= (o0 &

U )xCrﬂj e ) v /3

i) oQe PlcldAd /l ﬂ//a e dovn

ILpll & o L fio (ol o a@@m_@ein)
Y48 . - o
/)((r)~m
i) I flla e ? el e Dl S A R

oo ol
p l =

RN s Uxod]

[
- I)\I/{@/‘/ L ix‘lj/-é'gr”v el Telod) BN 2ll. o
t 7Y Q\“l“/ Ad ] 1 A3 T LI A

z;gt[gi?zg %i%l o fiB3Q I o [xCo)]
Sl 8-/ :

= ge-Glloo sl %@?’i Yor—t—2 /X () ]
é"ﬂ; TR [N | e 1. o X TR W SO0V
— sl b P o T T 0 {
e !!g!!% A .
b2 DCemen LI en 4/[/ M 2N Qs ;;afon;/ als )S

all <l ¢ fse Il < hilxll  @fx ginlinosien Luimbe _a.b>0

I 2N « Ixced] - §Pla Jis NI b < yppy.
Ve V Y XY o

ik neem Raen do €t o d

] X (o) D

oo O N arops ol ﬂrl:) Ly ,/.’T :
X[O)SK’\,Q/A aoc-N /[5[/h—!/DP[/n I /\‘;;, ax2d AUQ_(L/ sunyel eva
//ﬂ/m ‘éungg&) IX(fﬂl j
i e | PO & Ml
Wlla g}%m 1 ug! alll < 2 Py
o Lia i P N la Ce//ﬂV/A en  cdus 63/\
I - Yo ﬂ,\/(-//L l)pouuu Lot @)

boarorsd ale TPl ax S P14
it T A P - DS S H.

6



2 6Up % e )(é,(,or\’( ” %\%”oo -"/////é'/////w#//gé//,
Wb et g AN / ‘

Tl in ’/mfz zzﬁéxxm . ol PhE S - Uer
MMW U N ey

/7

1/%5(&- Il AALS /1M 4
IINANA T AVAV . TAVEN:-N

B e (W7 g oy =7
5//£¥a//m: // @zf(x-u‘) aluy) r‘(‘vx”‘,)o
. Dl Bt i i ) i
b Pes o35 J 5 R e

Ql=, //I’e(n// s/ 55!6)//00 don ,g/nnf (s does
c,nao UQQ((*)

b s [ Lp  peponee

1o /a/r)(’ 3 /2»003— Fx (o, + £Q) =Fxxq, +F%nqs
D o) J J J Y d
T 100 P'?(QI 4 /’7\ p—k Q= S DC_I_D()% + AT/O\S
VA D 0 LA |
DLW 0,/ Covon A se e 9. e R

Var 7041 Thonnnnﬁ'i als
' yn el S e~ falle

D ¢, }3 /\&')/7‘ 8&7(}002 PRI NQO iy N: //(/Z///)/?{Oa?

@ \ P
M&M 2 hoo im i pisch als <P e do > = X1, X2

<P Q8% 36> BBy, 42, Yoize>

Loy

4-<§‘f (6 NUIRE s 4_( ﬁ L 2o 4499,4 B it o ST DT>
,); J—I% Ly I/ B U /4 4
= < U,J(j‘l) + IJ, 5 Zz>+< C (J > 5] <m Zo D
< 1
> <er) (jq? O eoeny Yy £ K‘. e K O
= <‘ii< p (o = < {4 ‘P.( o> 4 <{f 3 D( 77 > o+ (? Py .7
’\-) J [~ ¥\&< L :7<— < L =l

i‘\\ —_ kj > N s —,\\4./,- P v ~
7



MMA\/ PKX'-”‘\(j P\;;(PVX>~}9(C(_JIZ(J
( o
< Pex x> LB B x), x> 2 <CAx. B> =TExl/
P hgemi tisch N
=N : )ﬂ
¢ H decleuimte:
i )
oe K
{ .
apf) (x Xogz € ,A/M Mo (B ¥ + Qo Xoo 5 (R X
]iéy/‘,fﬁ'” :l Xapisii b, M\ E sy b hrxe
don iy 1 5 Xgz= (X CaXas ... 4 QaXn) +,/%(bix, foce 4 OAXn)
¢ 2\
- (O gy +pLI X A L (Ot @bdXa € K
(Dllé /K( ';6 22N /:/\\Qn:@ d%\/ﬁ[l“ V- N ]
< b A,
R K B aesloten LOQ N4 ale Xz Xz e A dan
rs 0,@,@0 !Z[QQO(PD Combl NI XN Xy, Xz COK
uat n K
7
/
P Sl izl
R
g n
fex kg £ (0yend =2 [ O U i
=1 \ = ( & ‘f
<x b= <>A u;+7.~JP.~>= Clfe 47D 2 = &bl (rr,ﬂ>
/0& Y u 9 i€ )UL L/k'{/ 0-\
= bty 'ﬂb}M/ﬂA = Ux MPJJ W b A
,\J'\ [ V// "ld (zUﬂ Jl(/(/’v \/\7\
P% Xo= e U(-' Z /X/P(?M -21» O
£ D J B ~ D g7 U'\ \/
MmN }/ N = Z Cic fr// 2L YT
C_) ,Cl'\ { S C‘J"'z <




of « 3

~

T
W

"l - écmfﬂ—fﬁﬁ/ﬁa-)
\@// fG*ﬁ )?\pfé)dﬂ//oo- // fél\p(ﬁ)+jpqus//

é.@/e)r&? 4 Uﬁuﬂ)sfsﬁfa) As {

- S L f%\ as +
< I Uide b))
T VI YN

ao('Q‘aUp/d QPHL B HPY- + o .s
g v o e
odad /i TDV//no < M AP M o Sl Lo ﬂdof\ )

. ‘wn ?J

V £

NI (rsrgesais

Iy A% (4 )\\b@/]‘/ﬁ% U tlea 0

Vs p02 50, TR NPV

3

) Of(e+5) P ey
- 3)//{7& Cillw £ J) { (¢ .{S\DD () _dlsllbe ‘> //gm')//m
' < BUC e N0 CAIY o |

[pﬁ* A e zoy'n

Du\s LOCR 6}78@(*07‘) 57(”7’)
Zed
)
£ () en ﬁ/{)

5*6( e Aun 9 (?/)Jr%u’\ﬂﬁf\
) ( C**g) p Uf‘%\ ds ¢ (‘1‘7

%}(') =‘S(+{%?Pa(¢—,)dgt@f4)

p
3 (‘6 (4>\>-€ C1)) = S B et SO g)Prgv 6/@% ols
3l o) =P | Ué (o) Uy = 2N | o
y 1:?@0 i?- %[{fg.f4)“r02r15//oo

NCEL _meopell b fonzd o

LQppSINECX O o] J
e $o 0 = ing

Qifﬁv\:go("#') /WlixS




. onan /- - e
lenfpcmen ﬁbf[ji ,0"79/55@ s ju [; 2o© B

"

©, Y

s 1 Tbﬂ//z (5] granas)’ AR “

i " T 7 : |
‘(3§ 1EDPesdds di) A _
= (S S (\éz‘\oq % 3’2)/P2/Q')[(J)6d+> %! i

- [ Sleredlds o ¢ (s | de 5 S xiald).
© U - e~ I/ i

G )

L 2

(1 EURIE jobs < gl Sels o B { sl

AT WA INY
£ Uplle IS (2 o e 1 { 4N P
et S O e TR g
U !!T//D“‘ = cf.un{// T2l. | Pto § 4 />
o P (0

d Tp. AP m = S (s 6@7 ds = cof .g/emm[%gfs)c{e:
DDL&% Ais oo oorm Q4 1 O -

A TS Tt NS ] S :amﬂrﬂ'q

Z ] |

To. S (Eesd@es = G at S .o ¢0f S ds
0, @ , 147 o *
130 3 bS Ets D ds

- 3 ac¢ S B & b = b

:(\-:,Ln + K) £ 4 (\"an’glh3 =) Cat o b)
Y- saah Ab- o a: 3 ath = 3o:h
RN AT 19,271 P PO

e i
| - l/\ Bl I S :‘L - —),\ ~ z,‘ ‘L

—
=]



f)uﬁ Q\‘g)na}a&ﬁiﬁ, >\:(‘) NQ A g—r\ en (orPdoe gpor\‘

e e coll, - L § (Eas) Prsd de ¢ gl ,

sllg tole e r/z ) PCoy dalle + Hacetle

< o U g cop I

Dis Qo esxet Jacdl, = 28 [Prs) )y

i V/./\\) i T T 777 Z
UCDP agegeden QCi\ bestial zon p/‘f )
(

Aol pp 23N £ XD (Y)/m<<; N /?ﬂ() O/\ Pa/wlj

(74 S g

9\/0,(4),. Wl S? et (f4+q) /PJ(@_ Lo e)s
v U )

3 //DQM) A 6 D) 1/ 5(# 4%)(2 Cdb Bogsnile [l

=) = /fﬁ /\.[\Tg_Dﬂe(J')/KB

N gt V)’Y)(){)@% Lonrrbu‘ % C4) = 2 c4) dus
ume%g C/Y)((‘f‘{:,f\/). v U
ZQ // F%Q/[oo ¢ // ﬁ//oo //G//oa R wn ¢ i+ Cmewﬁ’/ﬂ/)//'//m
i 4 l, d a4 :
Ldog € DPllo dig s
pJae——"p7F%

DL Ql o g [l 205 gl Pl A0l // Pllolg s
AR — 7y

PN
0

(a L %

Q

o sl g o e S gy
v J V

11



- (" Lo]°

@)
= 7

=Y ga

I ey

/7%& \//éi (€19 p (sy adlfs = IS¢ peds § sf@olq)

9 &N/ f £ fc\AQ 1 PP // faa P/q\,\zé Il

N =2

H#Wmﬂmds’;} Bds) ™
‘D“e-\__._

15 N S Prddet ( oPerdal Y4

25 TR i

N oot Prads %
[6) \b)__~_,

12



